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摘 要 


随机 微分 方程 在 很 多 领域 中 都 有 很 广泛 的 应 用 ， 如 在 经 济 学 中 ， 人 口 生态 学 中 等 
等 .给 定 一 个 常 微分 方程 ， 它 的 解 有 可 能 是 不 稳定 的 ， 而 相应 的 随机 微分 方程 却 可 能 是 
稳定 的 . 本 文 主要 研究 了 随机 微分 方程 的 解 的 存在 性 与 唯一 性 , 有 界 性 及 稳定 性 等 问题 . 

本 文 第 一 章 介 绍 了 本 文 工 作 的 背景 及 本 文 的 主要 工作 . 第 二 章 介绍 了 当 随 机 微分 方 
fe dz(t) = f(x(t), t)dt + g(x(t), )dB(t) 的 系数 f 和 9g 分 别 满足 李 普 和 希 欧 条 件 和 线性 增 
长 条 件 时 , 该 随机 微分 方程 的 解 的 一 些 性 质 , 包括 解 的 存在 性 与 唯一 性 , 依 概率 稳定 , 几 
乎 必然 指数 稳定 和 抢 指 数 稳定 等 等 . 在 第 二 章 的 后 两 节 中 , 研究 了 对 于 一 个 给 定 的 随机 
微分 方程 系统 , 一 方面 , 如 果 它 的 解 为 指数 增长 , 则 噪声 可 以 把 它 变 为 一 个 新 的 系统 , 它 
的 解 是 多 项 式 增长 的 . 男 一 方面 , 如 果 它 的 解 是 有 界 的 , 噪声 也 可 以 把 它 变 为 一 个 新 的 系 
Zt, 它 的 解 为 指数 增长 的 . 总而言之 , 噪声 既 可 以 促进 随机 微分 方程 的 指数 增长 也 可 以 抑 
制 它 的 指数 增长 . 在 第 三 章 中 研究 了 随机 微分 方程 dzx(t) = f (a(t), t)dt + gllt), t)aB(t) 
的 稳定 性 ， 其 中 两 个 系数 上 和 9 都 满足 局 部 李 普 希 欧 条 件 ， 了 满足 单 边 多 项 式 增长 条 
(F, H 9 满足 多 项 式 增长 条 件 . 本 章 中 将 说 明 合适 的 B 可 以 保证 该 随机 微分 方程 系统 
存在 唯一 的 全 局 解 ， 并且 存在 只 与 初始 值 有 关 的 常数 Kp, 使 该 方程 的 解 为 有 界 的 ， 最 后 
还 将 讨论 足够 大 的 4 能 确保 该 系统 的 解 满足 几乎 必然 指数 稳定 性 . 最 后 还 给 出 了 相应 的 
例子 进行 说 明 . 


关键 词 : 随机 微分 方程 ， ”稳定 性 ; ”指数 增长 FE: ”有 界 性 ; 
布 明 运动 ; RA. 


Abstract 


Stochastic differential equations have a very wide range of applications in many 
areas , such as economics, population ecology and so on. Given an ordinary differential 
equation, its solution may be unstable, while the corresponding stochastic differential 
equation might be stable. This paper studies the existence and uniqueness of the solutions, 
boundedness and stability issues of the stochastic differential equations. 

The first chapter introduces the background of this work and the main work of this 
paper. The second chapter describes the properties of the solutions of the stochastic 
differential equations da(t) = f(x(t),t)dt + g(x(t), t)dB(t), when the coefficient f and g 
of the stochastic differential equations satisfy the Lipschitz conditions and linear growth 
conditions, including the existence and uniqueness of the solutions, stability in probabil- 
ity, almost sure exponential stability and moment exponential stability and so on. In the 
last two sections of the second chapter, we have studied for a given stochastic differential 
system. On one hand, if the solution is for the exponential growth,then the noise can 
turn it into a new system, its solution is for the polynomial growth. On the other hand, 
if its solution is bounded, the noise can also turn it into a new system,its solution is 
for the exponential growth. All in all, the noise can not only promote the exponential 
growth of stochastic differential equations but also suppression the exponential growth 
of the equations. In the third chapter, we have studied the stability of the stochastic 
differential equations dx(t) = f(x(t), t)dt+ g(x(t), t)dB(t),both of the coefficients f and 
g satisfy Lipschitz conditions, f satisfies the unilateral polynomial growth condition, 
and g satisfy the polynomial growth condition. This chapter will explain that appro- 
priate @ can guarantee the existence and uniqueness of the global solution of stochastic 
differential equations,and there is a constant K, dependent only on the initial value, such 
that the solution of the equations are bounded.Finally, we will also discuss the q large 
enough to ensure that the solution of the system to meet the almost sure exponential 


stability. Finally, corresponding examples are given for demonstration. 


Key words: Stochastic differential equations; Stability; Exponential growth; 
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l.l 本 文 研究 的 背景 及 现状 
对 于 一 个 滑 微 分 方程 系统 


它 的 解 有 可 能 是 稳定 的 ， 也 有 可 能 是 不 稳定 的 . 
我 们 大 家 都 知道 ， 噪 声 干 扰 可 以 使 一 个 不 稳定 的 系统 变 得 稳定 ， 也 可 以 使 一 个 稳定 
的 系统 变 得 更 加 稳定 [1]. 对 于 随机 微分 方程 系统 


dx(t) = f (x(t), tdt + g(2(t), t)dB(t) 


的 稳定 性 的 研究 ， 就 是 本 论文 的 主要 内 容 . 

关于 这 一 个 论题 , 这 些 年 来 很 多 学 者 都 做 了 很 多 研究 . 1981 Æ, Hasminskü[2] 最 早 
通过 使 用 两 个 白 噪 声 资源 , 使 一 个 二 维 的 线性 系统 变 得 稳定 ，1983 4F, Arnold, Crauel, 
和 Wihstutz[3) UEFA HWER 4 的 迹 小 于 0 时 ， 期 望 值 为 0 的 平稳 参数 噪声 可 以 
使 线性 系统 变 得 稳定 . 

对 于 一 个 一 维 的 非 线性 系统 


i(t) = f(x(t),t) t>0; 


其 中 f(0,t) = 0, (0) = zo € 有 , 的 稳定 性 的 的 研究 ， 在 毛 老师 的 书 [1] 中 有 很 详细 
的 介绍 . 2005 Æ, Appleby 和 Mao[5],2008 £, Appleby, Mao 和 Rodkina|6] 检验 了 
当 f 满足 单 边线 性 增长 条 件 时 ， 随 机 微分 方程 系统 的 稳定 性 质 . 

2002 £, Mao, Marion, Renshaw|7] 和 2004 年 Bahar, Maol8| 证 明了 一 个 非常 重 
要 的 事实 ， 就 是 环境 噪声 可 以 抑制 人 口 生态 学 系统 在 有 限时 间 内 爆破 . 

2009 4g, REIM [11] 研究 了 非 线性 系统 的 稳定 性 .给 定 一 个 不 稳定 的 微分 方程 


其 中 f 满足 单 边 多 项 式 增长 条 件 ， 引 进 两 个 布朗 噪声 反馈 ,随机 地 扰动 上 面 的 系统 使 它 
变 成 一 个 非 线性 的 随机 微分 方程 系统 


da(t) = f (a(t), t)dt + qx(t)dw,(t) + o|x(t)|Px(t)dwy(t) 


合适 的 系数 将 会 保证 该 随机 微分 方程 系统 的 全 局 解 的 存在 性 ， 有 界 性 和 指数 稳定 性 . 


12 本文 的 主要 工作 


本 论文 主要 介绍 的 是 当 随 机 微分 方程 的 系数 满足 线性 增长 条 件 或 是 满足 多 项 式 增 
长 条 件 时 ， 该 随机 微分 方程 系统 的 稳定 性 质 . 

第 一 章 主要 介绍 了 本 文 工 作 的 研究 背景 及 现状 , 还 有 对 本 文 的 主要 工作 的 一 些 介绍 
， 最 后 给 出 了 本 文 需 要 用 到 的 一 些 记号 与 定理 . 

第 二 章 主要 介绍 了 当 随 机 微分 方程 的 系数 满足 李 普 希 蒋 条 件 和 线性 增长 条 件 的 时 
te, BH f(x, t) FU g(x, t) 满足 条 件 


| f(x, t) > fü) v lg(z, t) 一 9( t) < Klz — y 


和 
f(z, DPV Igle, t)? < K( + Iz) 

时 ， 随 机 微分 方程 的 解 是 存在 的 并 且 是 唯一 的 ， 且 在 一 定 的 条 件 下 ， 它 的 解 可 能 会 满足 
依 概 率 稳定 ， 几 乎 必然 指数 稳定 和 甜 指数 稳定 等 等 . 第 二 章 的 后 两 节 主要 介绍 了 噪声 可 
以 抑制 随机 微分 方程 的 指数 增长 ， 也 就 是 说 对 于 一 个 指数 增长 的 微分 方程 ， 在 一 定 的 条 
件 下 ， 吕 声 可 以 使 它 变 为 多 项 式 增长 ,其 次 ， 对 于 一 个 有 界 的 微分 方程 系统 ， 噪 声 也 可 
以 促进 相应 的 随机 微分 方程 系统 的 指数 增长 ， 

第 三 章 是 文章 的 主要 内 容 , 主要 介绍 了 当 随 机 微分 方程 的 系数 满足 多 项 式 增长 条 件 
时 ， 即 了 满足 单 边 多 项 式 增长 条 件 


xf (x(t), t) < óz*? + ya? 
和 g 满足 多 项 式 增长 条 件 
g^ (z,t) < of? + ga? 


的 时 候 ， 该 随机 微分 方程 的 解 的 存在 性 与 唯一 性 ， 有 界 性 和 稳定 性 等 等 ， 本 章 内 容 分 市 
介绍 了 这 些 性 质 ， 首 先 介绍 了 在 系数 6 > a > 0 情况 下 ,该 随机 微分 方程 系统 的 解 是 存 


在 的 并 且 是 唯一 的 ， 其 次 ， 也 要 在 6 > a > 0 满足 的 情况 下 ， 足 够 大 的 系数 q 是 可 以 保 
证 该 随机 微分 方程 的 解 是 几乎 必然 指数 稳定 的 . 

以 上 就 是 本 硕士 论文 的 主要 工作 ,其 中 在 定理 的 后 面 有 举 出 了 一 些 例子 来 更 好 地 说 
明定 理 的 成 立 性 . 


1.3 基本 记号 与 概念 
给 定 如 下 随机 微分 方程 
dx(t) = f(zx(t),t)dt + g(2(t), t)dB(t) (1.1) 


其 中 ff:RxRi 一 与 9:Rx Ri 一 RR 都 是 Borel RAMKA. 
在 这 篇 文章 中 ， 下 面 的 这 些 记号 和 定理 引 理 是 我 们 可 能 需要 用 到 的 , 令 | :| 表示 R 
上 的 欧 几 里 得 范 数 ; 若 4 为 一 个 矩阵 ， 则 它 的 迹 范 数 为 


|A| = \/trace( AT A) 


(X,Y) 表示 疝 量 X,Y WAR; 对 任意 的 be R, aVb 表示 a,b 中 的 较 大 值 ， 
a ^ b 表示 a, b 中 的 较 小 值 . 

S (5 太刀) 为 一 个 完备 概率 空间 ， 且 有 一 个 满足 一 般 条 件 的 流 (uo. MAA 
Fo 包含 所 有 的 空 集 时 ， {Fh > 是 一 个 右 连续 且 单 调 的 序列 Bt) 是 定义 在 这 个 概率 
空间 上 的 一 个 独立 的 标量 布朗 运动 ， Lz,(9, R) 表示 及 值 的 五 可 测 的 随机 变量 类 ， 且 
随机 变量 E 满足 EJE <o, T LO R) 表示 万 可 测 有 界 的 R 值 随机 变量 类 . 

在 下 面 的 内 容 中 , 我 们 将 会 研究 随机 微分 方程 的 解 的 存在 性 和 解 的 一 些 渐 近 性 质 ， 
对 于 给 定 的 初始 值 ， 我 们 记 为 


x(0) =€ € Lz, (Q, R), 


并 且 我 们 定义 由 此 初始 值 而 所 得 的 方程 的 解 记 为 z(t,& BRI a(t), HF t 0. 
引 理 1.1 (Borel — Cantelli’s 引 理 ) (1) 如 果 存 在 一 个 序列 (A4) CF, HA 


k=1 
则 我 们 可 以 推出 


P(limsup Ax)=0 


k—oo 


这 也 就 是 说 ， 存 在 一 个 集合 Qo € F, 并 且 它 满足 P(Qo) = 1, 且 存 在 一 个 整数 值 的 随机 
变量 ko, EXITS w Eo, H k> ko(w) Wb, MBA w g Ar Wy. 
(2) 如 果 序列 {An} CF 是 独立 的 ， 且 


k=1 


则 
P(lim sup Aj) = 1 


k—oo 


也 就 是 说 ， 存 在 一 个 集合 EF, WE P(0o) = 1 ， 且 对 于 任意 的 w EN, WFE 
一 个 子 序列 {An} ， 使 得 每 一 个 AL, 都 包含 元 素 w. 
引 理 1.2 (Young 不 等 式 ) ”如 果 存 在 常数 2, y,0, 8 > 0, HIE a+ > 0,e>0, 
则 下 面 的 式 子 是 成 立 的 
oy < Tm + Be gy 
s a+ 68 
特别 地 ， 如 果 我 们 取 = = 1 则 可 以 得 到 


ay! g age? + Byt? 


< "Eu 


取 a=6=1( 且 以 。@ 代替 e?) 可 得 


2xy < ex^ gris 


ry < ex? -- y^ /4e 


定理 1.1 GEARED) A M = {My} a) 是 一 个 连续 的 实 值 局 部 鞭 ， 且 在 += 0 
时 变 为 零 ， RI 


Mi 
lim (M, M), 2 0 a.s. > lim ——~— =0 as. 


ioo t t 一 co (M, M), 
A M,M M, 
lim sup UMSO < co a.s. => jim 一 0 as. 
t 一 co 9 


定义 1.10 ”一 个 一 维 的 Ito 过 程 ， 如 果 当 (00 时 ， 满 足 


a(t) = 2(0) + [ f(s)as+ f 9(s)dB(s) 


则 x(t) 称 为 一 个 连续 的 适应 过 程 ， 其 中 f 6 LR R4), g € Cs Ry). 
定理 1.2 (一 维 的 tô 公式 ) 趾 ” 当 t> 0 时，z(t) 是 一 个 满足 随机 微分 方程 
dz(t) = f(x(t), t)dt + g(x(t), t)dB(t) 
的 Itô 过 程 , B f € LR; R), g € LR; R4). V =C(Rx RR), Wü V(z(t),t) 
也 是 一 个 [16 过 程 ， 并 且 它 的 随机 微分 为 下 面 的 形式 
AV(a(t),t) = Vilele), t) + Valli), DFO + 5Vao( a(t), NPO] 
+ V,(e(t),t)g(t)dB(t) a.s. 
e134 4 p 2,9 € M?((0,T];R%”) 
DU : 
E f lg(s)l*ds < 00, 
H T 1 T 
E f (app < Cire f" lol)pPas. 
当 上 且 仅 当 p = 2 时 ， 等 号 成 立 . 
定理 1.40 令 p>2,g€ M?([0, T]; Rd*") 
则 


T 
Ef lg(s)|?ds < oo, 
0 


E 


Blap, loyal) s (oY TFE pm 


当 且 仅 当 p=2 时 ， 等 号 成 立 . 
定理 1.5 (BDG RHA) 4 ge (RRM), XE t> 0, 
定义 

z(t) = f 9(s)aB(s), 
n t 
A(t) = | |g(s)Pds 
则 对 任意 的 p > 0, 存在 通用 的 正常 数 co 和 CGI p 有 关 ) ， 满 足 


2 P 
2 2 


c,E|A(t) 


€ E( sup [x(s)|?) < C,E|A(t)| 
O<s<t 


对 所 有 的 t 二 0, 我 们 还 可 以 取 如 下 的 特殊 值 : 


Cp = (p/2)?, Cp = (32/p)P/2， 当 0<p<2 时 ; 
Cp = 1, C, = 4, 当 p==2 mh 
Cp — (2p ??^, | C,—[p"/2(p—- 1)" ]?^, 4 p22H8Bf. 


定理 1.6 (FERC AR ESR) E & g= (91, 92, t Im) = LR, HS T, œ, 8 
都 是 正 数 ， 则 有 


T t 
P{ sup | ], aB- F f Pas] > 8} < e. 
定理 1.7 (Gronwall KER)" 4 T >0,C > 0, 4 u() 是 一 个 定义 在 [0, 上 的 
Borel 可 测 有 界 的 非 负 函 数 ， 而 vC) 则 是 一 个 定义 在 [0, T] 上 的 非 负 可 积 函 数 ， 如 果 
p(t) € C+ f v(syuls)as, 0<t<T 


则 有 . 
u(t) < Cexp(f v(s)ds), 0<t<T 


定理 1.8 ( 解 的 存在 性 与 唯一 性 定理 ) 趾 ”假设 存在 两 个 正常 数 K 和 天 满足 
(1)( 利 普 希 议 条 件 ) 对 于 所 有 的 vy c RR 和 te lto, T], 有 下 面 的 式 子 成 芯 


|f(x,t) — f(y, OP v lola, t) — gly, OP € Kle — yl? (1.2) 
(2)( 线 性 增长 条 件 ) 对 于 所 有 的 (x,t) € R x [to T), 也 有 下 面 的 式 子 成 立 
|f (a, t)|? v 1g(z, DN € K(1- |z|?) (1.3) 


则 方程 (1.1) 存在 一 个 唯一 的 解 z(t), H x(t) € M?([to, T], R). 
定理 1.9 在 单 边线 性 增长 条 件 成 立 的 情况 下 ， 方 程 (1.1) 的 样本 Lyapunov 指 
数 应 该 是 不 大 于 a 的 ， 也 就 是 


1 
lim sup 7 los lx(t)| € o a.s. 
ioo 


其 中 
lim sup > log |x(t)| 
称 为 样本 Lyapunov 指数 . 
单 边线 性 增长 条 件 为 : 存在 正 数 a, 对 所 有 的 (x,t) € Rx [to, 00), 有 


oT f(1) + 5lo(e#)P < al + lo) 


定理 1.10 (Chebyshev's 不 等 式 ) 册 ”如果 常数 c > 0,p > 0 H X e £^, WARE 


P{w: |X(w)| > ce} < c*E|X|P 


2 系数 满足 线性 增长 条 件 的 随机 微分 方程 的 稳定 性 


在 这 一 章 中 , 我 们 将 介绍 当 随 机 微分 方程 的 系数 满足 利 普 布 欧 条 件 和 线性 增长 条 件 
时 ， 它 的 一 些 稳定 性 质 ， 我 们 给 定 如 下 随机 微分 方程 


dx(t) = f (x(t), t)dt + g(x(t), t)dB(t) (1.4) 


HHt>t,Af:RxR, >R5 g: RXR, ORE Borel HMM, HAWES 

f(x(0), 0) = 0, g(x(0), 0) = 0. 在 这 里 , 我 们 假设 所 给 出 的 方程 都 是 满足 解 的 存在 性 与 唯 

一 性 定理 的 ， 也 就 是 满足 定理 1.8 By. 即 存在 两 个 正常 数 K 和 K 满足 
(1)( 利 普 希 艾 条件) 对 于 所 有 的 x,y E€ RA tE [to T], 有 


[f(z,t) — f(y.) v lg(z,t) — g(y, OP € Klz — yl? 


(2)( 线 性 增长 条 件 ) 对 于 所 有 的 (t) € Rx [to T), 有 


f(z, DP V lg(z, 0) € KA + lel?) 


其 中 初始 值 为 z(to) = xo € R, 则 方程 (1.4) 存在 唯一 的 一 个 解 ， 我 们 把 它 记 为 
x(t; to, xo), 简 记 为 x(t). 
我 们 先 给 出 这 一 章 中 所 需要 的 一 些 定 义 : du E 为 所 有 的 连续 非 减 函数 类 : 


B: R4 > n: R4, 


因此 u(0)=0, 且 如 果 7 > 0, 则 a(r) > 0. 
MERA h > 0, > Sh = {r € R: |z| <h}. 
正定 函数 的 定义 : 一 个 定义 在 Sh X lto, oo) 上 的 函数 称 为 正定 的 ,如果 V(0,t) = 0, 
且 对 于 EX 有 
V(z,t) > (|z|), 


对 所 有 的 (x,t) € Sp X [to, oo) HRI. 
一 个 函数 V 被 称 为 是 负 定 的 ， 如 果 一 V 是 正定 的 . 


一 个 连续 的 非 负 函数 V (v, 0). 被 称 为 是 衰减 的 ， 如 果 对 一 些 人 ME 大 有 
V(z,t) € u(|vl), 


对 所 有 的 (Zz,t) € Sp x [to, o0) SEA. 
一 个 定义 在 R x lto, oo) 上 的 函数 V (x,t), 如果 有 


lim inf V(z,t) = o0, 
[z|-^5oo t>to 


则 这 个 函数 称 为 是 径 向 无 界 的 . 
记 C (Sh x [to, oo); Ry) 为 所 有 从 Sh x [to, 00) 到 R 上 存在 一 阶 连续 偏 导数 的 连 
续 函 数 V(x, t). 


2.1 ， 依 概率 稳定 


在 这 一 方 中 ， 我 们 将 讨论 依 概率 稳定 这 一 问题 ， 我 们 令 初 始 值 zo 是 一 个 各 数 而 不 
是 一 个 随机 变量 . 

定义 2.1 (1) 方程 (1.4) 的 解 称 为 是 随机 稳定 的 或 是 依 概率 稳定 的 ， 如 果 对 于 任 
意 的 e € (0,1) 和 与 之 相应 的 7 > 0, 存在 一 个 6 = (e,r, to) > 0 满足 


P{|x(t; to, zo)| < 0,V t> to} >1—e 
这 里 |zol < 0. 否则 称 方程 (1.4) 的 解 是 随机 不 稳定 的 . 
(2) 方程 的 解 称 为 是 随机 渐 近 稳定 的 ， 如 果 它 是 随机 稳定 的 ， 并 且 对 任意 的 e € 
(0,1) ， 存 在 一 个 60 = dole, to) > 0 满足 
Pilim [z(t;to, Xo)| =O} 21—& 
这 里 [zo] « 00. 
(3) 方程 的 解 称 为 是 全 局 随机 渐 近 稳定 的 ， 如 果 它 是 随机 稳定 的 ， 并 且 对 所 有 的 


Xo € R, 有 
P{ lim [z(t;to, zxo)| = 0}= 1 


定理 2.105. 如 果 存 在 一 个 正定 函数 


V (x,t) € C^ (S, x [to, 00); R4), 


对 所 有 的 (x,t) € Sn x (to, oo), MBA LV (x,t) <0 成 立 ， 则 称 方程 (1.4) 的 解 是 随机 稳 
定 的 . 
定理 2.20 如 果 存 在 一 个 正定 衰减 的 函数 


V (x,t) € G^ o. x [to, 00); Ry), 


FFA LV (x,t) 是 负 定 的 ， 则 称 方程 (1.4) 的 解 是 随机 渐 近 稳定 的 . 
定理 2.30 如 果 存 在 一 个 正定 衰减 并 且 径 向 无 界 的 函数 


V (z,t) € C^ (R x lto, oo); Ry), 


使 得 LV (x,t) 是 负 定 的 ， 则 称 方程 (1.4) 的 解 是 全 局 随机 渐 近 稳定 的 . 


2.2 几乎 必然 指数 稳定 


定义 2.20 方程 (1.4) 的 解 被 称 为 是 几乎 必然 指数 稳定 的 ， 如 果 对 所 有 的 zo € R, 
有 


lim sup 7 log [x to, zg)| <0 as. 
引 理 2.1! 对 于 所 有 在 R 中 的 初始 值 zo A 0, 都 有 


P{|x(t; to, xo)| A 0,V t > to} —1 


也 就 是 说 ， 解 的 任何 从 非 零 状态 开始 的 样本 路 径 都 不 会 再 回 到 原点 . 

定理 2.40) 假设 存在 一 个 函数 V(z,t) € CH (R x [to oo); Ry), 和 常数 p > 0,c1 > 
0,c € R,cs > 0, MAPA c #0 Alt > to 有 

(1) cilzl? € V (z, t), 

(2) LV (x,t) € coV (x,t), 

(3) |V.(x, t)g(x, DP 2 eaV?(z, t). 


则 
C3 一 2€» 


2p 


] 1 
lim sup - sup |x(t; to, zo)| < a.s. 
t—oo 


对 所 有 的 zo € R PR. 
特殊 地 ， 如 果 cs > 2co, 则 方程 (1.4) 的 解 就 称 为 是 几乎 必然 指数 稳定 的 ， 
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推论 2.17 假设 存在 一 个 函数 V (m, t) € C?" (R x [to, 00); Ry), MEX p,a, A, 使 
得 对 所 有 的 v7 0,2 to, A 


amr Vis 


LV (x,t) € —AV (a, t). 


则 


. 1 入 
lim sup —/log|z(t;to,xo)| < —— a.s. 
t 一 Oo t p 


对 所 有 的 xo € R 均 成 立 . 

换 句 话 说 ， 方 程 (1.4) 的 解 就 称 为 是 几乎 必然 指数 稳定 的 . 

定理 2.50) 假设 存在 一 个 函数 V(x,t) € CP (R x [to, 00); Ry), 和 常数 > 0,c1 > 
0, c2 € R, c3 > 0, 使 得 对 于 所 有 的 了 关 0 和 tt 二 to, 有 

(1) cilzl? > V(xz,t) > 0， 

(2) LV (x,t) > eV (x,t), 

(3) |o (o t)g(z,t)|? < c3 V° (x,t). 


则 
lim ipf 7 log sto, 20) > 一 2 

对 所 有 在 R 中 的 zo A 0 均 成 立 . 
特殊 地 ， 如 果 2c. > cs, 则 e(t; to, o) | 的 几乎 所 有 的 样本 路 径 将 会 趋向 无 穷 大 ,我 


们 称 在 这 种 情况 下 ， 方 程 (1.4) 的 解 是 几乎 必然 指数 不 稳定 的 . 


a.s. 


2.9 JERE 
定义 2.3 如 果 存 在 一 对 正 数 入 和 C, 对 所 有 的 xo < R 都 满足 
E|x(t; to, ro) < Claxo|Pe 799. t 之 to 


则 称 方 程 (1.4) 的 解 是 p 阶 矩 指数 稳定 的 . 
当 p= 2 时， 通常 称 方程 的 解 是 均 方 指数 稳定 的 . 
定理 2.6 假设 存在 一 个 正常 数 K, 满足 


x" (x,t) V |g(a,t)|? < 天 2 
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对 所 有 的 (x,t) € Rx [to, oc) 均 成 立 ， 则 由 方程 (1.4) 的 解 是 p 阶 窍 指数 稳定 的 可 以 推 
定理 2.70 假设 存在 一 个 函数 V(x, t) € CP (Rt x [to 00); Ry), 和正 数 cl c2, cs， 
则 有 


cilzl? <V(z,t) eo pP 


和 
LV (x,t) € —c3V (x,t), 


对 所 有 的 (x,t) € R x [to, oo) Pj, H. 
Ela(t; to, xo)|? < = tote), > to 
1 
对 所 有 的 to € R 均 成 立 ， 也 就 是 说 方程 (1.4) 的 解 是 p 阶 矩 指数 稳定 的 . 
定理 2.8! S q > 0, 假设 存在 一 个 函数 V(z,t) € C (R x [to, 00); Ry), MEX 


C1, C2, C3, 则 有 
ez? € V(z,t) € aal 


和 
LV (x,t) > eV (x,t), 


对 所 有 的 (x,t) € R x [to, oo) HRZ, A 


C 
E|a(t; to, xzo)l > Zro Pe 7*9. t > to 
C2 


对 所 有 的 zo E R 均 成 立 ， 则 我 们 说 方程 (1.4) 的 解 是 p 阶 窍 指数 不 稳定 的 


2.4 噪声 抑制 指数 稳定 


在 这 一 节 中 ， 我 们 将 介绍 噪声 干扰 是 可 以 抑制 给 定 系统 的 指数 增长 ， 使 它 变 为 多 项 
式 增长 的 . 

假设 2.1 假设 两 个 系数 f 和 9 都 满足 局 部 利 普 硕 欧 条 件 ， 也 就 是 说 ， 对 于 每 一 个 
k=1,2,-++, 存在 一 个 正 数 Hy, 使 得 


|f(z,£) — fly, t| V [glx t) — gly, t)| < Hrlz — yl 


XMAN t> 0 Xr, FFA x,y € R, |z| V |y] € k. 
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假设 2.2 假设 存在 非 负 常数 a, b,n 和 y, 满足 
(x, f(x, t)) € o  Blzp 


和 
lg(z, t)? <n +a)? 
对 所 有 的 (0.1) c Rx Ry 均 成 立 ， 则 存在 常数 T, 使 得 


oT fü.) loi DP < TQ +e), 


(H T = max(o + $n, 6+ 19). 
由 定理 (1.8) 可 知 ， 在 假设 2.1,2.2 满足 的 条 件 下 ， 随 机 微分 方程 (1.4 TE t € Ry 
上 有 一 个 唯一 的 全 局 解 lt), 而 由 定理 (1.9) 我 们 可 以 知道 ， 方 程 (1.4) 的 解 满足 


lim sup : log|z(t)) <T as. 
这 也 就 是 说 ,方程 (1.4) 的 解 将 会 依 概率 指数 增长 ， 下 面 的 定理 将 会 说 明 ， 足 够 大 
的 噪声 干扰 可 以 抑制 解 的 指数 增长 ， 而 使 它 变 为 多 项 式 增 长 . 
定理 2.012) SAE 2.1,2.2 都 成 立 ， 并 且 假 设 还 存在 两 个 正常 数 5 和 p, 使 得 对 
所 有 的 (z,t) E€ Rx Ry, 有 


Ja" g(a, DF > é|z|* — p. 


MRA 6 > B+ 57 成 立 ， 则 方程 (1.4) 的 解 将 会 满足 
log(|x(t)]) 9 


li GA e c EA s vn. 
"unos HORE (ee eae € 


证 选取 合适 的 0 使 它 满足 


0 < 0 一 20 —26 —y 
6 
A 
V = (1+ |z|?)}, 
则 由 Ito 公式 我 们 可 得 ， 
dV = d[(1+ |z|?)*] = LVdt + M(t) (2.5) 
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LV = (1 + |z|?)** 2x" f + |gl?) +200 — 1)(1 + |æ)?" g^, 
M(t) = 20(1 + |x|) x! gd B(t). 
所 以 由 假设 (2.2) 可 以 得 到 
LV < A+ |z)?)?? x [+ |x)[2o +9 + (26 + y)|2I7] 
- 20- 0)(8|z|* =p] 
= 6(1- |z[2)*?[2o +n + 2p - (2a -- n - 28 4- y)|x[? 
— [26(1— 6) — 28 — lz 


再 令 
V = e+ [apr 


则 由 Ted 公式 可 得 
dV = LVat 4 LQ, 


M(t) = 20e (1 + |x|?)? ^! x ' ga B(t) 


LV < we ues +e*LV 
Py" [5 + |z|?)7] + e*Zv 


< Mes zy [0 + |x|’)? + 2a n + 2p 
- (a+ + 26+ yz — (260 — 6) - 26 = | 


选取 足够 小 的 e > 0, 并 使 它 满足 
5 < 26(1— 6) - 26-1, 
则 由 多 项 式 函 数 的 有 界 性 可 知 ， 存 在 正 数 Ci, 使 得 对 任意 的 x € R, 都 有 


o + el Ga + |x|?)? + 2a +n + 2p 


H(2a - n + 28 + y)|z[* — (26(1 — 6) - 26 — y) 2") € €: 
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dV < Cie“dt + M(t), 


即 
dV < Cyedt + 20e (1+ ||)?!  ' gdB(t) 


所 以 对 上 式 两 边 先 求 期 望 再 求 积分 可 得 


t t 
| Ed[e*(1 + |x(s)|2)9] < li EC,e**ds 
0 0 


a 
Eje" Q + le] < (1+ leo?!) + e, 
所 以 
lim sup E[(1 + |x(t)|?)?] < a (2.6) 


进一步 我 们 把 C1 带 到 (2.5) 式 中 可 以 得 到 


d(Q + |a(t)|?)"] < Cidt + 20(1 十 过 的 门 (g(a), ABE) 


E( sup (1+ |x(u)[’)") < EI + e)l] + €i 


+20B( sup | f O+ e(o) 2" (s)g(e(s), )aB(s)) 


但 是 ， 由 著名 的 BDG 不 等 式 ， 我 们 可 以 得 到 


2 0E( sup | (1 + |z[2)9 1x  gdB(s)]|) 


t<u<t+1 Jt 


t+1 A 
< 30E(f — (lol ?eT gids)? 
t 


t+1 i 
< WEJ (1+ lay lel? x (n+ lol ) ds) 


< 39 mVSE( sup (14 lex f (1+ le) 


t<s<t+1 


1 2401 , 992 tri 240 
< ZEI sup (1+|2?)"] e 209 v )E f (+ leas 


t<s<t+1 


把 上 式 带 到 前 面 的 式 子 中 我 们 可 以 得 到 


E( sup (1+ |x(u)|*)") x 2B[(1 + |2@)|)"] 


t<u<t+1 
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t+1 
42€, + 46?(n V 4) f E(1+ |a(s)[?)°ds 
4 t — oo, 并 且 运用 (2.6) 式 ， 我 们 将 得 到 


lim sup E( sup (14 |a(w)|?)°) < 2C4[(1 + =(1 + 46°(n V 7))] 


too t<u<t+1 
因此 ， 一 定 存在 一 个 正 数 C2 满足 


E( sup |r(u)?) < Co, k=1,2,.- 
k<u<k+1 


再 令 = > 0 为 任意 的 ， 则 由 Chebyshev 不 等 式 ， 可 得 


_ Co 
P{ sup |e)” > kt} < 一 一 天 一 112: 
(sp. let)! > i) < e 


再 应 用 Borel 一 Cantelli 引 理 ， 我 们 可 以 得 到 ， 对 几乎 所 有 的 wego, 有 


sup | 的 | 庆生 kt. 
k<t<k+1 


除了 有 限 的 k 外 ， 其 他 都 成 立 , 
因此 ， 存 在 一 个 ko(w), 对 几乎 所 有 的 w € 0, 25 k 2 ko 时 ， 上 式 都 是 成 立 的 . 

此 ， 对 于 几乎 所 有 的 w EQ, MRA kk Ak <t<k+1, WA 
log(Ix(t)^) | (14- &) logk 


< 二 1 十 & 
lgt ^ gk is 
a log |z(t)| | 1 
. og x(t dom 
< l 
um up lgt ~ 20 SY 
4 € 0, WA leo) 
log |z(t 1 
j <— a. 
n m 
因此 这 里 的 9 满足 即 
0<0< pes 
20 
iia (lc t)]) 9 
化 
mE eee 


例 1 对 于 随机 微分 方程 


dx = f(x, t)dt + g(x, t)dB(t) 
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如 果 我 们 定义 
f(z,t) =a+ bz, 
和 
g(r,t)= ox 
其 中 (x,t) € R x Ry, BE) 是 一 个 标量 布朗 运动 . 
则 在 这 种 情况 下 ， 我 们 可 以 得 到 


和 


并 且 对 于 任意 小 的 。 > 0, 有 


r f(rt) = ar+br? 


2a? 
< — t (b+ e)a? 


则 由 定理 (2.9), 我 们 可 以 得 到 该 方程 的 解 满足 


log(|x(t)]) o? 
1 RESALTA ois uen 
a logt ^ 0? —2(b+e) n 
S < 一 0 我 们 可 以 得 到 
. log(|x(t)]) o? 
l < ———— _ a. 
eee logt ~ o?—2b wa 


也 就 是 说 方程 的 解 依 多 项 式 增 长 . 
$12 我 们 移 考 虑 一 个 简单 是 线性 标量 常 微分 方程 


y(t) = a + by(t), 
其 中 上 > 0, 且 初 始 值 y(0) = yo > 0, 这 里 a,b > 0. 
解 这 个 常 微分 方程 ， 我 们 可 以 得 到 它 的 解 为 


2 Qu 9 
ult) = (uo + Sem — 2. 


因此 就 有 
lim = log(y(t)) = b. 
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也 就 是 说 ， 上 述 常 微分 方程 的 解 趋向 于 无 穷 指数 增长 . 
如 果 我 们 随机 地 扰动 这 个 方程 ， 把 它 变 成 一 个 线性 的 随机 微分 方程 ， 
dx(t) = |a + ba(t)|dt + ox(t)dB(t). 
HP t>0, Ho > 0, B(t) 是 一 个 标量 布朗 运动 ， 且 初始 值 为 x(0) = xto > 0. 
则 这 个 随机 微分 方程 有 显 解 
n(t) = expl(b— 50?)t + oB() 
x (xo + af exp|(b 一 5o7)s + 0 B(t)|ds) 
从 上 面 的 解 中 ， 我 们 可 以 看 到 ， 当 o? > 2b 时 ， 则 上 述 随 机 微分 方程 的 解 满足 
log(z(t)) o? 


li ss 
are logt ^ o? —2b 


这 也 就 是 说 ， 对 任意 的 。> 0, 存在 一 个 正 的 随机 变量 T 依 概率 满足 


a.s. 


x(t) < t+ / (0-2) 


对 任意 的 上 > Te HIRE. 这 也 就 是 说 ， 随 机 微分 方程 的 解 将 会 依 多 项 式 增长 . 


2.5 ”噪声 促进 指数 稳定 


在 这 一 节 中 ， 我 们 将 介绍 噪声 干扰 可 以 促进 给 定 系 统 的 指数 增长 ， 它 可 以 使 一 个 有 


界 的 系统 变 为 指数 增长 . 
定理 2.1007 假设 存在 非 负 数 cl — cs 满足 


C5 > €, Cg > Co 十 2c4， 


—2(z' f (a, t)) < c& + co|z p^, 
Jz" g(x, t)? < egal? + calel. 
并 且 
lg(z, t)|? > cs + ce|xp?. 


对 所 有 的 (x,t) € Rx R, 均 成 立 . 
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(2.7) 


(2.8) 


S a= C65 — 1,0 = cs — Co — 2c4 Fl C= Cs — C1 + Ce — C2 — 263. 
(1) 如 果 c > 2(a ^ b), 则 方程 (1.4) 的 解 满足 

lim inf - log (0) S (ud see. 
(2) WÈ c< 2(a ^ b), 即 ab > 32, 则 方程 (1.4) 的 解 满足 


ab 一 gn 
——— l a.s. 
a+b-c 


证 由 1t6 公式 ， (2.7) 和 (2.8) 式 ， 我 们 可 以 得 到 
dllog(1 + |z] = (280, Halo), 9) + |g, 0T E AUC Tete 


1 1 
lim inf A log |a(t)| > D min{a, b, 


1+ [z()? 1+ |a(t)? 
OH a) 
> (e ———— )P m —— d 
S NH 
= v j ee nto) 


这 里 H(u) = a 十 cu 十 bw? HA: R, > R, 其 中 变量 的 a, bc 定义 如 定理 中 所 示 . 
下 面 我 们 将 分 两 种 情况 讨论 : 
(1) HX c> 2(a ^b), W H(u) > (a Abd) (+u), HH u 0, 
因此 就 有 HOB 
mera = 0^9 
所 以 由 上 面 的 式 子 我 们 可 以 得 到 


log(1 + |z(t)?) > log(1 + |xo|?) + (a ^ b)t + M(t) (2.9) 


在 这 里 


m= | BO 


M(t) 是 一 个 连续 黄 ， 是 初始 值 为 M(0) = 0, 我 们 计算 它 的 均 方 变 差 可 以 得 到 
t a 2 
mamo) = f ———— 4 
t A(csl s) + ealz(s)I*) 
«ER 49 
4(c3 + c4)t 


^ 
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所 以 由 强大 数 定 律 ， 我 们 可 以 得 到 
(ith uo LET 
在 式 (2.9) 的 两 边 令 t 一 oo, 则 有 
lim inf - log(1 Ae tete y Sea AC) ae 
(2) 在 ab > ic? 的 情况 下 ， 我 们 可 以 找到 一 个 正 数 A, 使 它 满足 H(u) > 和 (1 +u’, 
对 任意 的 u > 0 都 成 立 ， 写 作 


H(u)— Al+u) = a-A+(c—2)ust (b — Nw 
_ (1 «)( a—À eA 
0.25(c — 2A) b—A u 


因此 上 式 成 立 的 条 件 是 
AS gb, 
H 
(a — A)(b — A) > 0.25(c — 22". 
也 就 是 说 
A<aNb, 
且 


(a+b—c)d € ab—0.25c?. 


因为 c< 2(a ^ b), 所 以 c « 2(a ^6) € a+b, 因此 我 们 可 以 选择 正 数 


对 上 式 都 成 立 ， 因 此 


所 以 从 前 面 的 式 子 中 我 们 可 以 得 到 


log(1 + |a(t)|?) > log(1 + |xo[?) + At + M(t) 


这 里 M(t) 与 前 面 的 是 相同 的 ， 所 以 令 t 一 oo. 我 们 可 以 得 到 


1 
lim inf 7 log(1 + |x(t)|?) >A as. 
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例 3 如 果 对 于 随机 微分 方程 


dx = f(x, t)dt + g(x, t)dB(t) 


有 
|f(z,t)| V |g(z, €) < K(1-* x), 
则 
< lel x K(1+ lel) 
< 2K|z|  2K|z|? 
< K+3K|z|? 
其 中 2K|x| < K + K|xl?, HA 
Ir g(x,t)? x J|eP]g(z, t) 
€ Ke rE 
€ 2K'(|zl + |z|*) 


但 是 仅仅 满足 以 上 的 条 件 并 不 能 保证 上 述 随机 微分 方程 的 解 指数 增长 ， 这 也 说 明 其 他 条 
件 也 是 很 重要 的 . 
例 4 给 定 一 个 标量 系统 


它 的 解 是 有 界 的 . 
那么 下 面 我 们 将 说 明 ， 我 们 能 随机 地 扰动 它 ， 使 它 变 成 一 个 随机 微分 方程 ， 并且 它 
的 解 依 概率 多 项 式 增长 . 


我 们 来 考虑 一 个 常 微分 方程 
y(t) =p- qult), t>0 


这 里 p fq 都 是 正 数 . 
我 们 可 以 知道 ， 对 于 任意 给 定 的 初始 值 ， 方 程 的 解 都 满足 


; p 
lim y(t) — —, 
(t) F 


t 一 Oo 


21 


也 就 是 说 ， 该 解 是 渐 近 有 界 的 . 
让 我 们 再 考虑 一 个 与 之 相应 的 线性 随机 微分 方程 


dx(t) = (p — qu(t))dt + (u + va(t))dB(t) 
这 里 u 和 w 都 是 正 数 ， 且 Bt) 是 一 个 标量 布 朋 运动 ， 其 中 
fz,t) =p- qz, g(x, t) =UT UE 


对 所 有 的 (x,t) € Rx Ry 都 成 立 . 


计算 可 得 
p 
t) = px — qa? < 一 
x f(x,t) =px — qr < T 
同样 ， 对 任意 足够 小 的 = > 0, 有 
lo(z,t)|? = u? + uvr 4+ v2? 
25 
« qa M a (y? ga? 
Z E 
H. 
lzg(z,t)? = wr + 2uvr? + v724 
> (wP -—e)rt— p 


这 里 —p 是 u?z? + 2uvz? + ex^(z € R) 的 一 个 下 界 . 
通过 定理 2.9, 我 们 可 以 看 到 ， 该 随机 微分 方程 的 解 满足 
log(|z(0])  v*—& 


l 
m logt ^ v?—3e 


S e — 0, WA 


<1 as. 


log(|a(t)|) 
logt 


也 就 是 说 ， 该 随机 微分 方程 的 解 依 概率 多 项 式 增长 . 


lim sup 
一 Oo 
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3 系数 满足 多 项 式 增长 条 件 的 随机 微分 方程 的 稳定 性 


在 这 一 章 中 ， 我 们 将 研究 非 线性 系统 的 随机 稳定 性 . 给 定 一 个 不 稳定 的 微分 方程 


其 中 f 满足 单 边 多 项 式 增长 条 件 . 
我 们 引进 一 个 噪声 干扰 B), 因此 ， 这 个 系统 就 变 成 了 一 个 非 线性 的 随机 微分 方程 


dx(t) = f (a(t), t)dt + g(2(t), t)dB(t) (2.10) 


EP t> to Hf: RKR, ORS g:RXR, ORE Borel 可 测 函数 ， 并 且 满 足 
f(x(0), 0) = 0, g(x(0), 0) = 0. 

我 们 给 出 下 面 的 一 些 假设 : 

假设 3.1 存在 非 负 实数 ô a, y, 满足 


v f(z(t), t) X óz*** + ya^ 


对 所 有 的 (x,t) e Rx Ry 都 成 立 ， 这 也 就 是 说 f 满足 单 边 多 项 式 增长 条 件 . 
假设 3.2 ”假设 上 述 随机 微分 方程 的 两 个 系数 上 和 9 都 满足 局 部 李 普 希 蒋 条件， 
这 个 也 就 是 说 ， 对 于 每 一 个 大 = 1 2 …… 都 会 存在 一 个 正 数 Hr, 使 得 


|f(z,£) — f(y,t)| V [glx t) — gly, t)| < Hrlz — yl 


WAN £203, FFA ye RaVvy<k. 
假设 3.3 存在 非 负 实数 o, 9,9, 满足 


g^ (z,t) < of? + qz? 


对 所 有 的 (x,t) e Rx Ry 都 成 立 ， 这 也 就 是 说 9 满足 多 项 式 增长 条 件 . 

在 这 一 章 中 ， 我 们 将 说 明 合 适 的 系数 6 将 会 保证 该 随机 微分 系统 存在 一 个 唯一 的 
全 局 解 . 尽管 相应 的 确定 系统 可 能 在 有 限时 间 能 爆破 , 但 是 足够 大 的 q 却 是 可 以 确保 这 
个 随机 微分 系统 是 几乎 必然 指数 稳定 的 . 
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3.1 ” 解 的 存在 性 
定义 3.1 SMOLE r 是 一 个 连续 的 RE 万 适应 过 程 ， 如 果 满足 
a(t AT) = 2(0) + f" Fels), s)ds+ {g(a(s), s)aB(s) 


E t> 0, WIE 2(0) € R, WI z(t) 就 称 为 方程 的 一 个 局 部 强 解 . 
对 每 一 个 二 1, {m} 是 一 个 有 限 停 时 的 非 减 序列 ， 且 当 必 一 co Wt, 40. 
Te Q.S. 


如 果 当 Te < co 的 时 候 ， 如 果 有 


lim sup |z(t)| = oo 
i—Te 


几乎 处 处 成 立 ， 则 称 z(t) 为 一 个 最 大 的 局 部 强 解 ， 称 Te 为 爆破 时 间 . 

一 个 最 大 的 局 部 强 解 z(t), 其 中 0 < t < ru, 称 为 唯一 的 ， 如 果 对 于 任意 其 他 的 最 大 
局 部 强 解 T(t), 0 X t « T, A Te = T. MM x(t) = T(t) 对 任意 的 0 € t < re 几乎 必然 成 
AL. 

引 理 3.1 在 假设 3.2 成 立 的 条 件 下 ， 对 于 任意 的 初始 值 x(0) R, 如 果 有 6 > 0, 
则 方程 在 [0,7.) 上 有 一 个 唯一 的 最 大 局 部 强 解 ， 其 中 re 是 爆破 时 间 . 

引 理 3.2 ”在 假设 3.2 成 立 的 条 件 下 ， 对 于 所 有 在 R Ef z(0) 40, MRA 8 0, 
则 有 

P{z(t) #0|0 <t< Te} =1 

下 面 给 出 方程 的 全 局 解 的 存在 定理 

定理 3.1 “在 假设 3.1 3.2,3.3 都 成 立 的 条 件 下 ， 对 于 任意 的 初始 值 z(0) = € € 
£I(Q, R), Elie x(0) 40, WÈ o # 0,8 > o >0, 则 方程 在 te [0,co) 上 几乎 必然 存 
在 一 个 唯一 的 全 局 解 x(t). 

证 对 于 任意 有 界 的 初始 值 z(0) € R, 引 理 3.1 说 明 方程 (2.10) 在 t € [0, re) 上 存 
在 一 个 唯一 的 最 大 局 部 强 解 ， 其 中 7。 是 爆破 时 间 . 为 了 证 明 这 个 解 是 全 局 解 ， 我 们 只 
需要 证 明 Te = 00, a.s. 

S ko 是 一 个 足够 大 的 正 数 且 满足 |z(0)| < ko, 对 于 每 一 个 整数 二 ko, 定义 停 时 


Ty = inf{t € [0, Te) : |z(t)| > k} 


其 中 inf Ø = oo, 0 RAAB. 当天 一 co 时 ， Te 是 不 断 增 大 的 , 且 Tk 一 Too <7。 a.s. 
如 果 我 们 能 证 明 To = oo, 则 Te = oo a.s. 即 得 到 了 我 们 所 需要 的 结果 . 
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这 也 等 于 要 证 明 对 于 任何 t+ > 0, A Pin € t) 20 Ron. 24 k OW, 2g f uEB] 
这 一 点 ， 对 于 任意 的 pe (0,1), 我 们 定义 一 个 C? 的 函数 


由 引 理 3.2 df T8] x(t) #0 对 于 所 有 的 O<t<r as. 都 是 成 立 的 ， 因 此 我 们 
可 以 应 用 1t6 公式 去 证 明 对 于 任意 的 te (0,7), 都 有 


dV (x) = LV (x(t))dt + Mi(t) 


其 中 
Mi(t) = p|zl "x ' gdB(t) 


-1 
LV (0) = pep a s + PPD apg 


2 ü pip — 1), p- 
< peP Gp + p) + UL ape opp? + qp? 


á p(p — 1)c qp(p — 1) 
= pó|z|?** + py|z[? + T ug 十 gee 


p(p — 1)c és qp(p — 1) 
= ——3-— ial? + plat + (py + 2 )| [P 


因为 pe (0,1), FU 82 a2 0 Rf, 407 0, 


且 
ap(p — 1) 
2 


所 以 由 多 项 式 函数 的 有 界 性 定理 可 知 ， 存 在 一 个 正常 数 H, 使 得 


<0. 


LV(z) < H, 
因此 对 前 面 的 式 子 两 边 先 求 积分 后 求 期 望 ， 我 们 就 可 以 得 到 


EV(zt^m)) € EIE [| vitis 


& Be 


= 
这 里 Hi 53 k GK, Bi n. 的 定义 ， 我们 可 得 


|2(Tk)| = k, 


25 


所 以 


Pr Hk P(t; € t)V(x(.)) 
Eller, eg V (a(t ^ 7))] 
EV (x(t ^ T)) 


H, 


IN IA IA IA 


这 说 明 
H, 
lim sup P(r, € t) € lim = = 0 


天 一 co k—oo KP 
其 中 pe (0,1), k — oo, k? — oo. 
即 得 到 所 求 结 果 ， 


例 5 对 于 随机 微分 方程 


我 们 令 
Fat), t) = x(t)[1 + v(t)], 
且 
g(2(t), t) = a" (t), 
则 可 以 得 到 方程 


其 中 上 > 0,2(0) = 1. 
所 以 就 有 


和 


所 以 


d=a=y=o=l, q-0, 8-2, 


所 以 由 前 面 的 定理 3.1 可 知 该 方程 存在 唯一 的 一 个 全 局 解 . 
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3.2 AFl 


定理 3.1 显示 了 方程 (2.10) 的 解 在 当 o 关 0 H 6 > a > 0 满足 时 ， 将 不 会 在 有 限 
时 间 内 爆破 ， 与 解 的 爆破 性 相 比 较 ， 解 的 渐 近 稳定 性 将 会 更 加 有 趣 . 

在 这 一 小 节 中 ， 我们 将 会 介绍 随机 扰动 也 同样 能 保证 某 些 确定 系统 的 有 界 性 ， 其 中 
包括 大 概率 的 矩 有 界 性 和 轨道 有 界 性 . 而 在 这 里 我 们 将 要 讨论 的 是 矩 有 界 性 和 随机 最 终 
有 界 性 

定理 3.2 ”在 假设 3.1,3.2,3.3 都 成 立 的 条 件 下 ， 对 于 任意 的 初始 值 

z(0) =€,€ € L$ (0, k), 


其 中 满足 x(0) #0, H. pe (0,1). 如 果 有 0o 关 0, 且 6 >a>0 成 立 ， 则 存在 一 个 常数 
Ky, 使 得 方程 (2.10) 的 解 z(t) 具有 如 下 特征 : 
lim sup E|z(t)|? € Kp 
这 里 Kp 只 与 p 有 关 ， 与 初始 值 € 无 关 ， 也 就 是 说 x(t) RARUS TTE. 
证 对 于 任意 的 € > 0, 


4 


则 
U(z(t)) = &'V(x(t)) = e*|a(t)? 


其 中 pe (0,1). xt U(z(t)) 应 用 Ito 公式 我 们 可 以 得 到 


dU (x(t)) = (cU (z) + e*LV)dt + Ma(t) 


- DD 一 2)， p- 
LU = pial? ?rz f + —>— leh ?|g? 


M2(t) = ep|zl?z' gdB(t) 


其 中 
e "dU = (ee *'U +LV)dt+e “M(t) 
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t t 
Eet | dU sp ji (£e"**U + LV) ds 
0 0 


所 以 ， 
Ee-*(e*V(t) —V(0)) = E ii (ceU + LV) ds 
所 以 ， 
EV(t) = e-* EV (z(0)) + e-**E [ (eU +e LV)ds 
即 得 到 了 


EV (a(t)) = e-* EV (z(0)) + e-* E i EU (z(s)) + &*LV (a(s)))ds 


所 以 由 前 面 证 明 中 的 结论 可 得 


一 工 一 工 
LV (a) = PO UO ap + paler + (py + LER) op 


V 


IA 


我 们 可 以 得 到 


LV (a(s)) teulet) < PPS payors + pig 


wip 1) EE e)|a|? 


Te ys 
类 似 的 ， 由 多 项 式 函 数 的 有 界 性 定理 ， 我 们 可 以 得 到 ， 存 在 一 个 常数 H, 满足 
LV (z(s)) -- ee *U < H 
这 也 就 是 说 


EV(a(t)) = e “EV(x(0)) +e “FE [ euo) + e LV (x(s)))ds 


Bot An 
e * EE? + eg f (e H)ds 
0 


e" ERU + 


H 
zip et 
isen 


4 t — oo, 得 到 _ 
H 
lim sup E|x(t)|? < = 

t 一 Co 
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今 


则 
lim sup E|x(t)|? € Kp. 
too 


即 结论 得 证 . 
下 面 的 引 理 指明 阶 窍 有 界 包 含 了 随机 最 终 有 界 性 . 
引 理 3.3 ”对 于 任意 的 p > 0, 如 果 随 机 过 程 z(t) 是 p RERAN, H. 


lim sup E|z(t)|? € Kp, 
too 


这 里 K, 是 一 个 与 p 有 关 的 常数 ， 则 ct) 就 具有 随机 最 终 有 界 性 ， 也 就 是 说 ， 对 于 任 
意 的 ee (0,1), 存在 一 个 常数 H = H(e), 使 得 c(t) 具有 如 下 特征 


lim sup P(|z(t) < H} 21—e 
t—0o 


证 对 于 任意 的 ee (0,1), 


A 
Ki» 
= ci» ? 
则 
Hoc 
€ ? 


则 由 Chebyshev's 不 等 式 有 


P(|x(t)) > H} < 


< ”一 一 


= 


因此 有 
lim sup P(|z(t) < H} 21—e 
t 一 co 


的 证 . 
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3.3 ”指数 稳定 性 


我 们 刚刚 证 明了 在 o 70,8 > a >0 的 情况 下 ， 随 机 扰动 能 抑制 解 的 指数 爆破 ， 且 
证 明了 解 的 存在 性 及 唯一 性 ， 接 着 又 证 明了 解 的 矩 有 界 性 和 依 概 率 轨道 有 界 性 . 

在 这 一 节 中 ,我们 将 说 明 在 相同 的 情况 下 ,足够 大 的 4 将 使 方程 (2.10) 指数 稳定 . 

引 理 3.3 令 假 设 3.1,3.2,3.3 都 成 立 ， 并 且 0 70,82 a > 0 也 成 立 ， 如 果 

2 —yp>0 
这 里 
e = max{—s|2|" + êle + 7} 

于 是 对 于 任意 给 定 的 初始 值 zx(0) =E € LR (9, R), 满足 z(0) A 0, 且 存 在 足够 小 的 常数 


e € (0, 2 — y). 
则 方程 (2.10) 的 全 局 解 会 有 这 样 的 特征 
lim sup ee rW) < -G —p)+e a.s. 


也 就 是 说 ， 方 程 (2.10) 的 解 是 指数 稳定 的 . 
证 由 引 理 3.2 和 定理 3.1, 我 们 可 得 z(0) A 0, 对 于 所 有 的 0 € t < co,a.5. 都 成 


s 


Xf log |a(t)| 应 用 [to 公式， 我们 可 以 得 到 


d(log |x(t)|) = (lel ze f + Sleat + |[z| ^x ' gd B(t) 


[ «tois. = deti fe Callas 


t 
+ J |z| ?x ' gd B(s) 
0 


log |æ(t)| = log |x(0)| + Hı (t) + Ma(t) (3.11) 


m6) = fas f Cala lala 


ic ae eee 
< | ls +7- Solel? — Sa)ds 
0 2 2 


^ 
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H t 

Ms(t) = f lel ?eT gB(s) 
目 均 方 变 差 为 

(Ms, Ma) 人 gpas 
其 中 Ms(t) 是 一 个 连续 局 部 加 
对 于 任意 的 © € (0,1), HR 0 >0 A 60 » 1, 
目 对 每 一 个 整数 m > 0, 用 指数 款 不 等 式 我 们 可 得 


€ t 
P{ sup [Ma(t) — 3 | lz|"?lgl'ds] > 8 logn} < 


1<t<n ql 
其 中 
Q =E, 
B = 0e logn, 
e-0b 1 P I 
mbes? 一 moe 
因为 
oe 
< OO 
6 ? 
m=1 me 


所 以 由 Borel — Cantelli 引 理 ， 存 在 一 个 Qo € Q, E. P(o) = 1, 对 于 所 有 的 v € Qo 
都 成 立 ， 存 在 一 个 整数 mlw), 24 m > mlw) 时 ， 有 
m-—lztzm 
所 以 
M(t) < $ [Illas + elogm 


t 
2/ lz|-?|g ds + 6e log(t + 1) 


MUSK (3.11) 可 以 变 为 


Dee l—e& 
5 |x|? + ólz[* + y — —, ads + 0 log(t + 1) 


log (0) = loge] + f (- 


其 中 ; 
= em a 
e = maxi-lzl + dle" + vi 


3l 


令 e 足够 小 Hy 的 定义 ， 对 足够 小 的 ee (0,2 一 o), RITA 


loglz(O| < log |€] — ($ — 9) — 9t + 8 log(t + 1) 


] 
lim sup AEN x9] 


t 一 oo t 2 


x i — p) +e a.s. 


我 们 令 
flt), t) = x(t)[1  x(t)], 
H 
g(x(t), t) = 2x(t) + x(t), 
则 
a! (tf (z(t), t) = 2°(¢) + 27) 
且 
le(z(t), t^ = x (t) + 4a? (t) + Ax? (t) 
< 4a7/?(t) + Az?(t) 
所 以 
gc eee 
o = 4,q = 4/8 = 3/2, 
则 有 
m bat 1} = 5 
所 以 
q_,-9 239.1 
2 7 27 2T 


所 以 有 引 理 3.3 可 知 ， 上 述 随 机 微分 方程 的 解 有 如 下 特征 


] t 11 


Eum B c ep PW 
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结 束 语 


在 学 完了 明 老 师 的 《随机 微分 方程 》 和 吴 老 师 讲 的 英文 版 的 《随机 微分 方程 》 之 
后 ， 在 雷 老师 的 指导 下 我 又 阅读 了 大 量 的 关于 随机 微分 方程 的 稳定 性 质 的 文献 ， 包 括 随 
机 微分 方程 的 解 的 存在 性 与 唯一 性 ， 有 界 性 与 稳定 性 等 等 . 在 阅读 了 大 量 文献 资料 的 基 
础 上 又 结合 本 专业 的 相关 知识 ， 本 文 进一步 研究 了 当 随 机 微分 方程 的 系数 分 别 满足 线 
性 增长 条 件 与 满足 多 项 式 增长 条 件 这 两 种 情况 下 该 随机 微分 方程 的 解 的 存在 性 及 一 些 
稳定 性 质 ， 并 且 举 例 进行 了 说 明 . 由 于 时 间 的 关系 ， 关 于 随机 微分 方程 的 解 的 一 些 其 他 
性 质 在 本 文中 并 没有 进行 深入 的 研究 与 说 明 ， 也 没有 得 出 一 般 性 的 结论 ， 这 是 本 文 的 缺 
iG. 
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